
��� � � � � � � � �	� ��
���
 �	� ��� 
 � � � �
� � �	� � � ����� ��� � � ��� �	��������� � � � 
 � � ���! �"$#  �% %�"�&� 	" " '  �( )

*,+�-/. *,+�0,1�0!24365�78+�369:*,+�-/. *,+�0
;�5$<�*,=/>!+�>�. 243:?/<�24=/;�7

@!A�BDC�E6@GFH@�IHJ�K L
∗

MON P Q R S�TOR U�V W�X U Y Z W Z [ Z \�] PO^�_ Z ` \ ab_ Z W c Y
d�e f g h i�j [�S _ k \ Y Z l	m�n oOn j ] p f q r l d [ U s _ Q V

_ U�S
t \ k _ Q Z ab\ U Z�] POMON s \ u Q _G_ U�S�v�[ abu \ QGw�` \ ] Q V l
x�y Z z y Y${	U�W z \ Q Y W Z V l j [�S _ k \ Y Z l d [ U s _ Q V

| } ~�� � � �H� � ���O� � � � � � � �

� ���6� �6��� � �����b� ��� � � � ��������� � �/� � � �4�4� ��� � �

�b 	¡ ¢ £ � ¤ ¢
¥§¦ � ��¨ © ªb� � « © ¬�� � ­ � ¬ «6� �®� � � ¯ � � ­ © ¬�© ¬ ° � ± � ©²� ­/« � �²« � � ³ � � ª:³ ¦

´ ³ ­ � � ±�� � °8¨ � ­ µ � � ± � � °¶« � �²ªb© · � ªb© ¬�­ � ±�µ ¬ ³ � � ­/� �¸« � �¶µ ¬ ³ � ��³ ¦ © ¬ ¬
³ ��� � © « � ³ ��­O³ ¯ � ��©G¹ � � « �G­ � « ��º ��° � ³ � ��« � � ³ � � »�« � �bªb© · � ªb© ¬D­ � ± ° � ³ � ��­
³ ¦ « � �G­ � ªbª!� « � � µ�° � ³ � ��­�© � �bµ ¬ © ­ ­ � ¹ � ¨$± ��« � �$¼�½ ¾O© � ¿ À µ ³ « «�ÁH� � ³ � � ª��
Â �¸­ ��© ¬ ¬�� · � ¬ ³ � �8« � �¸­ � ªb� ¬ © � � « � � ­²© ��¨Ã¨ � Ä�� � � ��µ � ­�±�� « ÅH� � �Ã« � � ­ �
« ÅH³�© ��© ¬ ³ ° ³ ��­�ªb© Æ ³ �!� � ­ � ¬ « ­ ��º �4© ¨ ¨ � « � ³ ��»DÅH�$­ � ³ Å²« ��© «b©�� � � ª!� « � ¯ �
��� � ª�� « © « � ³ �G° � ³ � �G³ ¦ ¨ � © ° ³ ��© ¬�« � ����µ © �G±���ªb© · � ªb© ¬�� �$« � ��­ � ª!ªb� « � � µ
° � ³ � ��³ � ¬ �$� ¦ � « ­�­ ³ µ ¬ �!� ­�« � �b¨ � � � µ «�� � ³ ¨ ��µ «O³ ¦ « ÅH³G� ­ ³ ªb³ � � � � µ�­ � ªb� ¬ �
° � ³ � ��­ » ±�� µ © ��­ ��� ¦ « � ��� � ª�±�� �O³ ¦ ­ � ªb� ¬ � ¦ © µ « ³ � ­H³ ¦ « � �!­ ³ µ ¬ ��� ­�° � � © « � �
« ��© �G« ÅH³�» « � � �$« � ��° � ³ � �G� ­�µ ³ � « © � � � ¨G� �$« � �!© ¬ « � � ��© « � � °!° � ³ � ���
Ç | È�É!Ê £ Ë�¡ �ÌªG© · � ªG© ¬¸µ ¬ ³ � � ­ » ´ ³ ­ � � ±�� � °�½ ­Í� � � ªG© ¬ � « �Îµ � � « � � � ³ ��»
¼�½ ¾O© � ¿ À µ ³ « «H« � � ³ � � ª$» � � � ªb� « � ¯ ����� � ª!� « © « � ³ �$° � ³ � ��­ �
Ï Ð�Ð�Ð�Ñ � ¢ Ò | ~4� ¢ � ¤ ¡bÓ�Ô� �Õ | ¤ ¢GÖ � � ¡ ¡ � ×	¤ � ¢ � Ê�ØH�HÙ Ú ¥�Û Ù » Ü Ù ÝHÞ ß �

∗ à	á âOã ä å á æ çDá ã èDé â â ê!è ä ë ë æ ç å â ì�é í�å á âHîHä ê ï ã ç ð ã ê!ñ�ã å ð æ ê ã ò�óDâ è â ã ç ô áGõ ä ê ìGö ÷�à�øOùHú û
ï ç ã ê åDñHæ ü à	ý þ ÿ � � ü



� � � @bF @bFH@�IHJ�K L

��F�� �	BDE��
	���
�B�� �
�

��� �
X � ��������� � ��� � � � |X| ≥ 2 ��� � ����� ! � " � � #$� # %&� � " �(' ����' )$� *��+) ����,�� -.� �&� � #' ��/ � 0 � �+� � Clo(X)

��� *��.0 # ' ����' )1� # #1' 23� " � � � ' ���+' !&� "
X ��� �4% " ' ��25� *�� ' " 65' ���� � ��,&� � �
� *��7� 6&-.-.� � " � 01% " ' ��2

Sym(X)
� � *��1% " ' ��2.' )3� # #&23� " -���� � � � ' ���1' )

X �$� �� *�� �72�� 2�� "�87�+� " �9%&' � ��%.� '.0 ' -.2�� " �9� 87'.) ����,�� -(� � � � #
" � � ��# � � ��' ���9) " ' -;: < = >
,&���+� ' � !&'.?�' � � � � � " %4@ : : A
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F�G H9� � 0 # � � � � ) 6&� ��%� *��+-.� B&� -(� #
� � � % " ' ��2��7� � Sym(X) �

I1*�� � ��� 87'(" � � ��# � ��*�� !&��J ��� � ��,&� K�� " � �&�+0 *�� " � 0 � � " � ?9' � � � � � " %�G �+I1*�� ' " � -% � ! � �C�L) ��# #M,�� � 0 " � 2�� � ' � �ON # #P0 # ' ��� �C' �Q*�� �R# � � �C� " �S-(� B&� -.� #M� ��,
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' )�� *�" � �4' "(-(' " �4� � -�2�# �_) � 0 � ' " � �9� � �4I1*�� ' " � -Qc � # N # � *�' ��% *P� ��0 *V% " ' ��2��0 � � � �;-(� B&� -.� #M� �d� *��L� # � � " ��� � � ��%Q% " ' ��2e� �C� �C) ' # # ' 8��S) " ' -f@ > A � &g&��" � *�� " -.' " � �Z� ��' " ,�� "R� '\Y&��' 8h� # #V-.� B&� -(� #P23� " -���� � � � ' ��% " ' ��2��C' )
� % � ! � �[,�� % " � �

n
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�4-.� B&� -(� #+� � � % " ' ��2b' )9� ��,�� B n � I7* ��� �7� *��4F�G H9� ��` D 0 ' � � I7*�� ' " � -L6&� � # ,����'�� � " � � % *&� ) ' " 87� " ,i-.� � *�'&,d� '�� � ��-(� " � � �j� *��L-(� B&� -.� #Z23� " -���� � � � ' �
% " ' ��2��9' )$��% � !&� �_,�� % " � � �

� � D � 0 � � ' �(�987�12�" � � � � �7?�' � � � � � " %�G �$I7*�� ' " � - �1� � D � 0 � � ' �(c�87�7) ' " -���# � � �� *��VF�G H9� ��` D 0 ' � �]I7*�� ' " � -i� ��,M2�" ' ! �b' ��"[' � � � " ! � � � ' �R� � ' ���U� *��[2�� " � � 6' )123� " -���� � � � ' ���9� �_2�" � -�� � � ! ��% " ' ��2��9' )1,&� � % ' ��� #$� 6&23� � g
� ��� # # 6 ��� � D � 0 � � ' �4k��) ' "P� � 0 *;-(� B&� -.� #U0 # ' ���
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� ��,Z� � � ��# � � �b� *�' � �b87*�� 0 *C0 ' �&� � � �C�P% � !&� �Z-(� B&� -.� # 23� " -���� � � � ' �% " ' ��2 �\l �5����,V� *�� �4) ' "4) ' ��"4' ).� *��U� � Bb� 6&2�� �_' ).-.� B&� -(� #�23� " -���� � � � ' �% " ' ��2��1� � 6�% " ' ��2�� �.� *�� � ��0 # � � � � �$0 � � � �7' � � � � ��� ,.� �
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� �L' " ,�� "P� 'R) ' " -���# � � �R?�' � � � � � " %�G �MI1*�� ' " � - 87�T" � J ��� " �Z�R�&��- � � "T' ),�� ����� � � ' ��� ���� �
ρ ⊂ Xh � �4� � h �

� " 6]" � # � � � ' � �Tl �4� � 6]� *�� �_� � n�
� " 6b' 23� " � � � ' �

f :Xn → X ��� �  � � ! �  ρ
��� )

(x11, . . . , x1h), . . . , (xn1, . . . , xnh) ∈ ρ

� -.2�# � � �
(f(x11, . . . , xn1), . . . , f(x1h, . . . , xnh)) ∈ ρ.

I1*��U� � �4' ).� # #�' 2�� " � � � ' ���_2�" � � � " !&� ��%
ρ
� �40 # ' � � ,b����,�� "5� � � � � � � ��� � ' ���4� ��,0 ' �&� � � ���(� # #72�" ' / � 0 � � ' ��� �7� '_� ��� ���
" # $ % � �187*�� 0 *[8�� # # � � ,�� ��' � � , � 6 Pol(ρ)# � � �.@ <��&2�2 � k�� ` k � A & �

� �4� �_87� # #�Y&��' 87�M8�*�� �4� � -(� � �&� � 6P�]2�� " � � � #.' " ,�� "4" � # � � � ' ��� � 6P� *��� -.� # # � � �Z� ��,L# � " %&� � �Z� # � -(� � �Z8�� � *j" � � 2�� 0 �T� '\�S2�� " � � � #V' " ,�� " � � 6j���' �&� " � !&� � #9� J ��� ! � # � ��0 �." � # � � � ' ���1� ��, � 65� *��.% " � 2�*8# � ��� � � ��� " 65" � # � � � ' �	&�' )��) ����0 � � ' � � I7*�" � �+) ��" � *�� "�� 6&23� ��' )
" � # � � � ' ���7��� � , � ' � �+,�� ����� , �
� ) X � �1� � � # � -(� � � � " 6(� � � # � � �(% " ' ��2/# � � � � � � *���,&� " � 0 �7� ��-Z' )�0 6�0 # � 0�% " ' ��2��' )3� *���� � -(�72�" � -.�9' " ,�� " X&� �(' � *�� "$87' " ,�� �&� *���� ,�,&� � � !&��% " ' ��2(' )��9!&� 0 � ' "7� 2�� 0 �

' ! � "9����� # , ' )�2�" � -(�9� ��- � � "9' )$� # � -.� �&� � & ��� *�� � � *���& '�% �(� � # & ) * $ %4' ! � " X
� �

,�� ����� ,_� �
{(x, y, u, v) ∈ X4 | x + y = u + v},

� ��,.� �1� �7� � � � # 6(� � � �(� ' � �72�" � � � " !&� ,(� B�� 0 � # 6 � 6.� *���J ��� � � � # � ��� � "�' 2�� " � � � ' ���7' )� *��+) ' " -
n

∑

i=1

εi(xi) + c (εi ∈ End(X), c ∈ X).

N " � # � � � ' � ρ ( Xh � �$0 � # # � ,
" � %�) � & #�� )�� �
� �
� ' � � # # 6�� 6&-.-.� � " � 0 � � ' � � # # 6�" � +�� B&� ! � �� ��, *�� �7��' ��� -�2�� 6_0 � �&� � "

Z = {x ∈ X | ∀x2, . . . , xh : (x, x2, . . . , xh) ∈ ρ}.

,16b� ' � � #.� 6&-�-(� � " 6V' )�� *��4" � # � � � ' �P87�5-(� � �P� *�� �4) ' "4� !&� " 6V23� " -���� � � � ' �
g ∈ Sym(h)

��� )
(x1, . . . , xh) ∈ ρ

��� *�� �
(xg(1), . . . , xg(h)) ∈ ρ � E4' " � ' ! � " ��� ' � � #" � +�� B&� !&� � 6 -(� � ����� *�� �

(x1, . . . , xh) ∈ ρ
��8�*�� ��� ! � "+� � 6 � 87'(' )
� *��+� " % ��-.� �&� �

x1, . . . , xh

� " �+� J ��� # � H9' � �+� *�� �787�+-���� ��*�� !&� h + |Z| ≤ |X| �
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φ : X � {1, . . . , h}m � �[�V� ��" / � 0 � � ! � � � ���5��' �5��� 0 � � � � " � # 6� � / � 0 � � !&�\0 '&' " ,&� ��� � � � � � � ' �e' )T� *��\� � �

X
8�� � *

m ≥ 1
0 '&' " ,&� ��� � � � �

� � 0 *M� �M� *��U" � ��%&�
{1, . . . , h}

8�� � *
h ≥ 3

�.� ��,M# � �
πi : {1, . . . , h}m →

{1, . . . , h} � �U� *�� i�
� *M2�" ' / � 0 � � ' � # i = 1, . . . ,m

& � I7*�� �M� *��[0 ' " " � � 2�' � �,&� ��%
h � � � � � # & � � � # & ) * $ % ρ

� �b,�� ����� , � 6 (x1, . . . , xh) ∈ ρ
� KS) ' "b� !&� " 6

i = 1, . . . ,m
��' �P� # #
� # � -(� � � �

x1, . . . , xh

*�� !&�+,&� � � � ��0 �
i �
� *\0 '&' " ,&� ��� � � � �

|{πi(φ(x1)), . . . , πi(φ(xh))}| < h.

H9' 8V87�+0 � � ) ' " -���# � � ��?�' � � � � � " %�G �7) ����,�� -.� �&� � #
� *�� ' " � - �
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&�� %�* )
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)
X (|X| ≥ 2)

& # #���& � * ��& #�" # $ %
�  �� & ! � ) ����� $ � �

Pol(ρ) � $ �� $ � �(� � # & ) * $ % ρ
$ � $ % � $ � ) ����� $ # # $ � * % �	 * � ) � ���  �

# ��&�&
�
&
�
) * & #�$

� � � � � * ) �  ��& # # �  )�& % � # & � � �  ) � # � � � %�) �
# � & ) ����� � & ��� $ � &���� � � � � $ * %�) � � � � �(� � � � � ) & ) * $ %�$ ����� * � � $ � � � � �
# 0 & ) ��� & '�% � � � # & ) * $ % � � ) � � �	* % � � � � & % � # � � � %�) & � � & � � # * & % � � $ � � �
# ,�&�&�%�$ %�)

�
*
!
* & #
� ! � * ! & # � %�" �	� � # & ) * $ %"�

# � &�& "
�
%�)
�
& #
� �
# & ) * $ %"�

# ) &�& %
h � � � � � # & �	� � # & ) * $ % � � ) � � �	* % � �#� � &$��& � � * % � φ : X � {1, . . . , h}m %

� �.� � �$' " � % � ��� #�) ' " -���# � � � ' �(?�' � � � � � " %�G �1I1*�� ' " � -T87� �$% � ! � �(� �$�92�" � -(� # � � 6.0 " � �� � " � ' ���3� � � � � ��%.� *�� �+�.0 ' # # � 0 � � ' �4' )
) ����0 � � ' ���7� ��0 ' -�2�# � � ��� �_� *���� � ��� �+� *�� ��� �
% � ��� " � � � �
� *��70 # ' ���7' )�� # #�) ����0 � � ' ��� � � )3� ��,�' ��# 6�� )�� *�� " �7� �
��'�" � # � � � ' �(' )3� �&6�' )
� *��7� � B+� 6&2�� �
� � ' ! �1� *�� �
� ��2�" � � � " ! � , � 6�� ! � " 6+) ����0 � � ' ��� ��� *��1% � ! � �.0 ' # # � 0 � � ' � �I1*��+" � � ��# ��87� �9� ����' ����0 � ,(� �5: < = > @ : : A
� ��,(� *��+2�" '&' )$� 2�2�� � " � ,(� �_�.<&:

�
2�� %&�

2�� 2�� "(� �P: < � �]@ : c A �'& ��) ' " � ����� � � # 6 �9,&���_� 'U23' # � � � 0 � #9" � � � ' ��� ��� *�� �.� � � ���_' )(�$ )
���
&
!
�587� ����' �.� � � �.� '_-(� �&6U# � � " � " � � �.� ��,U� ��� ��� � � # #7-�� � � � ��%4) " ' -\� *�� � "0 ' # # � 0 � � ' ��� �5� �U� *�� � '&' Y5' )�a�* � 0 *�� #9� ��,,++� # ��- ��� �b@ < A1� ��� ��2�" ' ! � ,U� *�� ��� *��0 # ' ��� �_,�� � � " -�� ��� , � 6b" � # � � � ' ���_' )�� 6&23� �6# ��& `	# ) &(� " �4� ��,�� � ,b-(� B&� -.� # � � ���� *��V2�" '&' )4� *�� �[� *�� " �P� " �b��'T' � *�� "[-(� B&� -.� #40 # ' ��� �[� �[��' �[% � !&� �R� *�� " � �

N 2�" '&' )1' )
� *�� ��2�� " � �3� *�' " � � "9� *�� �_� *���' " � % � ��� #$' ��� ��0 � � � �+) ' ����, � �_�.2�� 2�� "' )�.���� 0 Y � � � ��� *[@ : � A � g�' "+� *���� ��- � � "+' )$-(� B&� -.� #$0 # ' ��� �+' ! � "��.% � ! � �4����� � �� � �9� � ��@ : k A �
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^9� " �_� %&� � �]87�(��� � ,]� ' -(� ,�� ����� � � ' ��� �b� ) X
� ��,

Y
� " � ,&� � / ' � � �(��' ��� -.2�� 6� � � �.� *�� �]# � �

Sym(X) × Sym(Y ) ≤ Sym(X ∪ Y ) � � � *�� � �&� " � ��� � � � ! �_2�� " �-���� � � � ' �U% " ' ��2U0 ' ��� � � � � ��%_' )1� *���23� " -���� � � � ' ����-.� 2�2�� ��% � ' � * X
� ��,

Y
� '

� � � � # ) � g&��" � *�� " -.' " � �
87��,�� ������� 87' � 0 � � ' ���+' )1� *��#� � � & ) � ��� $ � � " )1' )1� *���� 87'� 6&-�-(� � " � 0_% " ' ��2�� � ��� � Sym(X) o Sym(Y ) ≤ Sym(X × Y )
0 ' ��� � � �(' )+� *��

23� " -���� � � � ' ���+' )$� *��+) ' " -
(x, y) 7→ (gy(x), h(y))

��87*�� " �
h ∈ Sym(Y )

� ��, ) ' "
� � 0 *

y ∈ Y
�
gy ∈ Sym(X)

� " �(� " � � � " � " 652�� " -���� � � � ' ��� � I7*�� � $ � � � & " ) * $ %# � # � '50 � # # � ,[� *��
���
$ � � " )	& " ) * $ %�&�' )�� *��(87" � � � *[2�" '&,&��0 ��� ��� *��(23� " -���� � � � ' �% " ' ��2

Sym(X) ↑ Sym(Y ) ≤ Sym(XY )
0 ' ��� � � � � ��%U' )+23� " -���� � � � ' ��� ' )+� *��

) ' " -
f 7→ f ′

�387*�� " �
f : Y → X

� ��,
f ′(y) = gy(f(h−1(y))) ��� ) |X| = n

87�
-.� 6 87" � � �

Sym(n)
) ' "

Sym(X) �
� ) X � �1� J ��� 2�23� ,.8�� � *(� *��9� � " ��0 � ��" �9' )��

d �
,&� -(� ��� � ' ��� #3!&� 0 � ' "7� 2�� 0 �9' ! � "

� *��
p �
� # � -(� � � ��� # ,¸#

p
�42�" � -(� & ��� *�� �]� *�� & '�%

�#� � $ � � AGL(d, p)
0 ' ��� � � � �

' )9� *��(23� " -���� � � � ' ���(' )9� *��() ' " -
x 7→ α(x) + c

�187*�� " �
α ∈ Aut(X)

� ��� �
� �&! � " � � � # ��# � ��� � "�� " � ��� ) ' " -.� � � ' �4� ��, c ∈ X �

��� �
S � �.� �(��' ��� � � # � � �U� � -�2�# ��% " ' ��2�� k ≥ 2

�
� ��,4# � �
D = {(s, . . . , s)

| s ∈ S} ≤ Sk � �5� *��U,&� � %&' ��� #.� � � % " ' ��2 �	� ' ��� � ,�� "4� *��[� 0 � � ' �M' ) Sk' �M� *��U# � ) �50 ' � � � �5' )
D � ��� � G � �U� *��U��' " -(� # � � � "U' ).� *�� �423� " -���� � � � ' �% " ' ��2P� �P� *��5� 6&-.-.� � " � 04% " ' ��2P' ).,�� % " � �

|S|k−1 � I1*�� � G
� �_�U2�" � -.� � � !&�

23� " -���� � � � ' �b% " ' ��2]87� � *
G/Sk ∼= Out(S) × Sym(k)

�787*�� " �
Out(S)

� ��� *��
' ��� � "(� ��� ' -.' " 2�*�� � -j% " ' ��2b' )

S
,�� ����� ,]� ��� *�� J ��' � � � � �(% " ' ��2]' )9� *��() ��# #

� ��� ' -(' " 2�*�� � -j% " ' ��2 � 6U� *��(% " ' ��2]' )�� ����� "(� ��� ' -(' " 2�*�� � -(� �[l �_� � 6U� *�� �� *�� �
G
� ��' ) � * & � $ %�& #�) � � � �g�� ��� # # 6 ��87�_� � 6[� *�� �

G
� �.� � & # ��$

 
)
 
* �
�
#
�#� � $ � � �7� ) G

*�� �(�5����� J ���
-�� ��� -(� #V��' " -(� #P� � � % " ' ��2 S

�P� ��,
S
� �Z�;��' ��� � � # � � ��� � -.2�# �C% " ' ��2 �I1*�� �

S ≤ G ≤ Aut(S) �]� ) G
� 0 � �.' �[� *�� 0 ' � � � �.' )+�_-(� B&� -.� #9� � � % " ' ��2' )4� ��,�� B

n
��' �]0 ' � � � � ��� ��%

S
�(� *�� �Z87�V' � � � � �C�V2�" � -.� � � !&�b23� " -���� � � � ' �" � 2�" � � � � � � � � ' �4' )$,�� % " � �

n
' )

G �
l � % � !&�(� *��() ' # # ' 87� ��%5) ' " -���# � � � ' �b' )9� *��_F�G H9� ��` D 0 ' � �(I7*�� ' " � -j� ��� �0 � � � ��) ' ����,4� �]@ k���2 � � = � A �
' "+� �]@ c��
I7*�� ' " � -;k � � A � H9' � ��� *�� ��� *��.' " � % � ��� #! � " � � ' �(� �4@ : > A30 ' � � � � ��� ,(� ' -.��� ��� 0 0 ��" � 0 � � �7� *�� �187� " �90 ' " " � 0 � � ,.� �(��2�� 2�� "7' )

N � 0 * � � 0 *�� "+� ��, D 0 ' � ��@ : � N 2�2�� ��,&� B&A ��� � �+� # � '(@ = A �
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���H� ��� � ��� ����# #���& � * ��& #
 ��� � � $ � �� $ � Sym(n) (n ≥ 5) � � # $ % � ) $	$ % � $ � ) ���

� $ # # $ � * % �	 * � " # &   �  �
# ��&

Sym(n1) × Sym(n2) � n = n1 + n2 � * %�) � & %  * ) * ! � � �
# � & Sym(m) o Sym(k) � n = mk � * � ��� * �	* ) * ! � � �
# 0 &

Sym(m) ↑ Sym(k) � n = mk � ��� $ � � " )�� � $ � � � 	 & " ) * $ % � �
# ,�&

AGL(d, p) � n = pd � & '�% � � �
# � &�& � � $ � � $ ��� * & � $ %�& #�) � � � �
# ) &�&

���
* �	* ) *

! �
& # ��$

 
)
 
* �
�
#
��� � $ � � %

H9' � ��� *�� �+� )
2 ≤ n ≤ 4

�3� � � � �3� ) Sym(n)
� �+� ' # ! � � # � �3� *�� �487��*�� ! ��� '(" � 2�# � 0 �� *��+� # -(' � �9� � -�2�# �9% " ' ��2���' )
0 � � ��# ) & � 6(� *��+� # � � " ��� � � ��%.% " ' ��2 Alt(n)

# 8�*�� 0 *
� � # ' ��%&�7� '�0 � � ��# ) &$� ) n ≥ 5

& �I1*�� � � � % " ' ��2���% � !&� �U� �eI7*�� ' " � -L�4� " �L��' ����� 0 � � � � " � # 6U-.� B&� -(� # �5N0 ' -.2�# � � �4# � � �_' )�� B�0 � 2�� � ' ���(87� � % � ! � � � 6b�3� � � � 0 Y3�+a$" � � % � " �+� ��, D � B&#.@ > A �I1*�� 6 � *�' 8V� *�� ��� � -(' � �9' )
� *��+0 � � � �7� *�� � �9% " ' ��2���� " �9-(� B&� -.� #�� � � *�� "�� � � *��
� 6&-�-(� � " � 0+% " ' ��2

Sym(n)
' "�� � � *��+� # � � " ��� � � ��%.% " ' ��2

Alt(n) � F�)$0 ' ��" � � ��� *��� # � � " ��� � � ��%(% " ' ��2_� ��' ����' )
� *��9-(� B&� -.� #
� � � % " ' ��2��7� � � *���� 6&-�-(� � " � 0+% " ' ��2 �^9' 87� ! � " ��� �9*�� �9��' � ��� # ' % ���.� -.' ��% � *���-.� B&� -(� #10 # ' ��� � � I7*�� " � ) ' " � ��87��" � �� � " � 0 �9' ��" � � # ! � ��� '�0 # � � � � ) 6&� ��%.� *��9-(� B&� -.� #
� � � % " ' ��2��9' ��# 6(� � � *��+� 6&-.-.� � " � 0% " ' ��2��&� * ���7� # � -.� ��� � � ��%�� *���2�" ' 23� "�� � � % " ' ��2��7' )�� *��9� # � � " ��� � � ��%�% " ' ��2��1) " ' -� *��9# � � � ��
 B�� " 0 � � �9k � : ��� �5@ c A�� � Y��1) ' "7� �&! � � � � %&� � � ��%.8�*�� 0 *_' )�� *���% " ' ��2��7# � � � � ,� �.� *��1� *�� ' " � -Ã# I1*�� ' " � -Tk � ��� � @ c A &�0 ' � � � � �('&,�,�23� " -���� � � � ' ��� �1� ��-(' � �10 � � � �� �9� �9��" ' ��� � ����� � � Y � ^9' 87� ! � " �3) ' "92�" � -�� � � ! ��% " ' ��2��+' )1,&� � %&' ��� #
� 6&2��+� �9# � � ,��� '.� *��+) ' # # ' 8�� ��%_' � � � " ! � � � ' �4� *�� �+� � � -.��� ' � �+��� 8 � H9' � �+� *�� �9� *�� �9,�'&� ����' �� K�� 0 ��� *���F�G H9� ��` D 0 ' � �+I1*�� ' " � -S' �_� *��+0 # � � � � ��0 � � � ' �4' )$2�" � -�� � � ! ��23� " -���� � �� � ' �5% " ' ��2�� ��87*�� " � ` ' )�0 ' ��" � � ` % " ' ��2���' )7,&� � %&' ��� #1� 6&23��87� � *
k ≥ 3

,�' '&0 0 ��"
� �787� # # �
���H� ��� � �
�����

�
)

G � � & ��� * �	* ) * ! �#� � $ � � $ � � * & � $ %�& #�) � � � � * ) �� $ " # � Sk �� ��� � � S
*
 
& %�$ %�& � � # * & %  * � � # � � � $ � � %�� � k ≥ 3 � ) ��� % G

*
 
" $ %�) & * %

� � * %�) ���& # )
� �
%�& ) * % � � � $ � � %

Proof.
,16 ,�� ����� � � ' ���

G
� 0 � ��' � � *��+0 ' � � � ��' )
� *���,&� � % ' ��� #$� � � % " ' ��2
D = {(s, . . . , s) | s ∈ S}
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� �
Sk
� ��,

G/Sk
� �
� � ' -.' " 2�*�� 01� '+�9� � � % " ' ��2.' ) Out(S)×Sym(k) � I1*��7,�� % " � �' )
� *��92�� " -���� � � � ' �_% " ' ��2

G
� �
|Sk : D| = |S|k−1 �

N � 6 2�� " -���� � � � ' �4� 0 � � ' �5' ) Sk
� ��' � !&� ' ��� # 6 0 ' � � � � ��� ,_� �_� *��+� # � � " ��� � � ��%% " ' ��2��3� � ��0 �

S
� ������' ��� � � # � � �4� � -.2�# �+% " ' ��2 �H9� B&� �(87�[*�� !&�]� 'V2�" ' ! �]� *�� �U) ' "U� !&� " 6Z� ��� ' -(' " 2�*�� � -

α
' )

S
�(� *��

23� " -���� � � � ' �5' )
� *��+0 ' � � � �

(x1, . . . , xk)D 7→ (α(x1), . . . , α(xk))D

� �7� � � ! � � 23� " -���� � � � ' � ��
 !&� " 6(0 ' � � �7*�� �7������� J ����" � 2�" � � � �&� � � � ! ��' )�� *��9) ' " -
(x1, . . . , xk−1, 1)

��� '�' ��"�� � � Y(� �7� '�� *�' 8V� *�� �

(x1, . . . , xk−1) 7→ (α(x1), . . . , α(xk−1))

� �(� �b� !&� �]2�� " -���� � � � ' �V' )
Sk−1 � E4' " � % � ��� " � # # 6 ��87�4� *�' 8C� *�� �.) ' "(� !&� " 623� " -���� � � � ' �

α
' )�� *��(� � �

S � � # � � " # 6 �$� ��� ��� ��' ��% *U� ' ! � " � ) 65� *�� ��� � � � � -(� � �) ' "���� � �7' )�% � ��� " � � ' " �7' )
Sym(S)

��) ' "�� B�� -.2�# � �&) ' "7� *���� " � ��� 23' � � � � ' ��� �1D '�# � �
α � ���.� " � ��� 23' � � � � ' �5' �4� *���� � � S � I1*�� �4� *���0 ' " " � � 2�' ��,&� ��% 23� " -���� � � � ' �U' )
Sk−1 *�� ��' " ,�� " 2

�$� '(� �+� �+� *��.2�" '&,&��0 ��' )�,&� � / ' � �&� 2�
0 6�0 # � � � I1*����&��- � � ".' )

2�
0 6�0 # � ��0 � � � �(0 � # 0 ��# � � � , � 6U� � � � " � 0 � � ��%4� *��.�&��- � � ".' )7��B�� ,42�' � � � ��) " ' -� *���� ��- � � "�' )7� # #1� # � -(� � � �+� ��,_� *�� �5,&� !&� ,&� ��% � *�� �9� ��- � � "�' )1-.' !&� ,423' � �&� �
� 6 2 �4l �(' � � � � �[� *�� ��� *��.� ��- � � ".' ) 2 �

0 6�0 # � ��� �U� *��.2�� " -���� � � � ' �]' )
Sk−10 ' " " � � 2�' ��,&� ��%.� '.��� " � ��� 23' � � � � ' �

α
' �

S
� �

1

2

(

|S|k−1 − (|S| − 2)k−1
)

.

I1*�� �7�&��- � � "9� ��� !&� ����� � ��0 � |S| � ��� ! � �4� ��, k − 1 ≥ 2 �g�� ��� # # 6 ��87��*�� ! �9� '+2�" ' ! �9� *�� �7� � 6.2�� " -���� � � � ' �_' )�� *��90 ' -�2�' ��� �&� �7% � ! � �
" � � � � '5� �b� ! � �b23� " -���� � � � ' �V' )+� *��_0 ' � � � �(' )

D � � # � � " # 6 �7� �.� �(� ��' ��% *]� '� *�' 8R� �.) ' ".�4� " � ��� 2�' � � � � ' �b' )9� *�� 0 ' -.23' ��� � � � �7� ��, � 6[� 6&-�-(� � " 6 �187�_0 � �" � � � " � 0 �7' ��" � � # ! � �1� '+� � � � " 0 *�� ��% � ��%.� *��7��" � �1� 87'�0 ' -�2�' ��� �&� � �7D '+87�9� " � � �7� *��23� " -���� � � � ' �
(x1, x2, . . . , xk) D 7→ (x2, x1, . . . , xk) D,� ��,.� *��72�� " � � 6(' )�� *�� �$2�� " -���� � � � ' � 0 � � � �90 � # 0 ��# � � � ,.��� � ��%�� *���� � -.��-.� � *�'&,� ��� � ' !&� �$l �+' � � � � �_� *�� �7� ��� �7� *��92�" '&,&��0 �9' )

1

2

(

|S|k−1 − |S|k−2
)

2�
0 6�0 # � � � I1*�� �1� ��- � � "7� �7� !&� ����� �1� *��9' " ,�� "�' )
� !&� " 6(��' ��� � � # � � �(����� � �+� � -.2�# �% " ' ��2_� �7,&� !&� � � � # � � 6 4

��� ��,
k − 2 ≥ 1 �
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D � ��0 �P87�P*�� ! �M� *�' 87�S� *�� �V�T% � ��� " � � � ��%C� � �b' )U�T% " ' ��2;0 ' �&� � � ��� ��% G0 ' ��� � � � �U' )_� ! � �T2�� " -���� � � � ' ���[' ��# 6 �.87�]% � �U� *�� �
G
� �U0 ' �&� � � ��� ,T� �T� *��

� # � � " ��� � � ��%(% " ' ��2 �^9� ��0 �1� �.� � 6�-(� B&� -.� #�� � � % " ' ��2.' )�� *��7� 6&-.-.� � " � 01% " ' ��2.� -.' ��%+� *��12�" � -.� � � !&�% " ' ��2��9' )$,&� � %&' ��� #�� 6&2��987�+-���� ��*�� ! �+� *�� ��� *��+-�� ��� -(� #
��' " -.� #
� � � % " ' ��2_� ��(,&� " � 0 �92�" '&,&��0 �+' )$� 87'(� � ' -.' " 2�*�� 0�� � -.2�# ��% " ' ��2�� ��D ��0 *4% " ' ��2��987� " ��0 � # # � ,
� � $ � �� $ �#� * � � � � # & � ) � � �(� 65g � ,1��� Y&� ��*�' ��� @ � A �_� �5� *�� ��0 � � ��� *��.% " ' ��2]0 � �
� �.,�� � 0 " � � � ,4� �9� *���) ' # # ' 8�� ��%_% " ' ��2U' )12�� " -���� � � � ' ����' )1� *���� # � -.� �&� ��' )1� *��� � -.2�# �+% " ' ��2

S
�

{x 7→ α(x)εs | α ∈ Aut(S), ε ∈ {+1,−1}, s ∈ S} < Sym(S).

I1*�� �
% " ' ��2�-(� 6�0 ' � � � � �('&,�,�23� " -���� � � � ' ��� � ) ' "$� B�� -�2�# � � � �1,�'&� �
) ' "
PSL(2, q)) ' "(� # #�'&,�,U2�" � -.� 23' 87� " �

q
�1� ��,[� # � '_) ' "

Alt(7)
�

M11
�1� � 0 � ^9' 87� ! � " �1� ��� �0 ' �&� � � ��� ,5� �

Alt(S)
) ' "+-.� � 65� � -�2�# ��% " ' ��2��

S
��) ' "�� B�� -�2�# � ��� )

S = Alt(n)) ' "
n ≥ 8

�
S = M12

�1� � 0 �5� ��87' ��# , � �.� �&� � " � � � � ��%4� ' *�� !&�(�40 ' -�2�# � � �(# � � �' )9� *�' � � � � -�2�# �(% " ' ��2���) ' ".87*�� 0 *]� *�� ��� � B&� � ��,�� ,[*�' # ' -(' " 2�*�� 0 ' � � � � ���.'&,�,
23� " -���� � � � ' ��� �

� �U� *��(' � *�� "���!&�.0 � � � � ��" � ) � " " � ��%4� '_�3� � � � 0 Y3�$a
" � � %&� " �1� ��, D � B&#�@ > A �
87�% � ��� *��9) ' # # ' 87� ��% �
# ��&

Sym(n1) × Sym(n2)
#
n1, n2 ≥ 1

&7� ��-.� B&� -(� #
� �
Sym(n1 + n2)

�3� B�0 � 2��
8�*�� �

n1 = n2
`�� � � *�� ��0 � � �9� �7� ��0 ' �&� � � ��� , � �

Sym(n/2) o Sym(2) �
# � & Sym(m) o Sym(k)

#
m, k ≥ 2

&1� ��� # 87� 6��7-(� B&� -.� #�� �
Sym(mk) �

# 0 &
Sym(m) ↑ Sym(k)

#
m ≥ 5

�
k ≥ 2

&�� �9-.� B&� -(� #7� � � *�� "+� �
Sym(mk)

' "
� �

Alt(mk) � I1*���# � � � � "+'&0 0 ��" �9� )1� � � *�� " k = 2
� ��,

4 | m
' "

k ≥ 3
� ��,

2 | m �$� ) m ≤ 4
�&� *�� � � *���2�' 87� "�� 0 � � ' �(� �70 ' �&� � � ��� ,(� � � � � �����9% " ' ��2��

��� -.� # 6 �
Sym(2) ↑ Sym(k) < AGL(k, 2)

�

Sym(3) ↑ Sym(k) < AGL(k, 3)
�

Sym(4) ↑ Sym(k) < AGL(2k, 2) �
# ,�&

AGL(d, p)
#
d ≥ 1

�
p
2�" � -(� �

pd ≥ 5
&�� �+-.� B&� -(� #7� � � *�� "+� �

Sym(pd)
' "

� �
Alt(pd) � I7*��+# � � � � "+'&0 0 ��" ��� ) p = 2

� ��,
d ≥ 3 � g�' " pd ≤ 4

87�+*�� !&�
AGL(d, p) = Sym(pd) �
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� ���HJ
��C�E��+�	B ��B�� �
�
��E��
����� � � >

# ) & I7*��(� ��-(� " ' ���(� B�0 � 2�� � ' ��� #90 � � � ��) ' "(� # -.' � �(� � -.2�# �(% " ' ��2��.� " � # � � � � ,
� �5@ > A �

�DFÎ@!C�E��9�	B ��B�� �
���(� �������
� ���HJ_
	J �
�DC��
I1*��9� 6&-�-(� � " � 0�% " ' ��2

Sym(X)
0 � � � ��0 ' ��� � ,�� " � ,(� �7�+0 # ' ���90 ' ��� � � � � ��%�' )3� *��' 2�� " � � � ' ����� *�� �9,�� 23� ��,_' � / ��� ��' ���+! � " � � � # � ��� � � � ��' 23� " � � � ' ����' )
� *��+) ' " -

f(x1, . . . , xn) = g(xi),

87*�� " �
g ∈ Sym(X)

� ��,
1 ≤ i ≤ n ��l �.� *�� # #70 ' ��� � ,�� " � � " � 0 � � ��' )1-(� B&� -.� #0 # ' ��� �1� �(� *��9� 6&-.-.� � " � 0�% " ' ��2��&� *�� �7� � �&� *��9� �&� � " � � 0 � � ' �

M ∩ Sym(X)
) ' "7� *��

-.� B&� -(� #$0 # ' ��� �
M � I1*��9) ' # # ' 87� ��%.-(� 6(*�� 2�23� �_) ' "9��-(� B&� -.� #
0 # ' ��� M

�
# : &

M
0 ' � � � � ���

Sym(X)
X

# ��&
M ∩ Sym(X)

� ����-.� B&� -(� #�2�� " -���� � � � ' �_% " ' ��2�X
# c�&

M ∩ Sym(X)
� �72�" ' 23� " # 6_0 ' �&� � � ��� , � �_��-.� B&� -(� #�2�� " -���� � � � ' �_% " ' ��2 �g&��" � *�� " -.' " � ��87�+-.� 6 *�� ! �+� *�� �

# k�& ��-.� B&� -(� #�23� " -���� � � � ' � % " ' ��2 � �1��' ��' )
� *��9) ' " -
M ∩ Sym(X)

) ' "�� � 6
-(� B&� -.� #
0 # ' ���

M �
D � ��0 �_� *��_# � � � � 0 �4' )�0 # ' ��� � ,�'&� �.��' � � � � � � ) 6]� �&6]��' �&� " � !&� � #+# � � � � 0 �_� ,�� � � � � 6# � �b2�� " � � 0 ��# � " �9� � � �(��' � -('&,&��# � " & ��87�50 � �V� B&2�� 0 �(� *�� � � �b-.' � � 0 � � � �(� *��
23' � � � � � # � � 6Í# c�&(87� # #�'&0 0 ��" ��� ��,b� *�� " �58�� # # � �5-.� � 6V-.� B&� -(� #�23� " -���� � � � ' �% " ' ��2��.87� � *[2�" ' 2�� " � 68# k�& �[� ��� ��� ��,�� � ,U� *�� 0 � � � �1*�' 87� ! � " �7� *��(%&' � #�' )9� *��2�" � � � �&�.� � 0 � � ' �[� ��� '4� � � � � # � � *U� *�� �.0 � � ��# � & �$J ��� � �(� ��" 2�" � � � ��% # 6 �1,�'&� ��'&0 0 ��"J ��� � �+' ) � � �_� �787� # # �

� � �+� ' -.� 8�*�� �7,&� K3� " � � ��� � � � � ��%�� � *���� � ��,&6.' )�� � -�� # � " � � " � 0 � � ��' )3-.� B&� -(� #0 # ' ��� �9� �4� *���-.' ��' � ,4' )1� # #
����� " 64' 2�� " � � � ' ���987� �9� � � " � � , � 6_E4� / �(a
' � / � !&� �� ��,���" � %&� �]E4� � ��# ' !&� �5@ ���1� A � I7*�� 6U2�" ' !&� ,U� *�� �.� *�� � �(� " � 0 � ��) ' " -j�_!&� " 60 ' -.2�# � B 23' � � �90 ' �&� � � ��� ��%���) ' "9� B�� -.2�# � ��� " � � � " � " � # 6 # ' ��%(0 *�� � ��� ���� �
M � �+��-(� B&� -.� #
0 # ' ��� � I1*�� �_� ��*�� �7� *��+) ' " - M = Pol(ρ) � H9' 8

M ∩ Sym(X) = Aut(ρ),

� *��9� ��� ' -(' " 2�*�� � -Z% " ' ��2 ' )3� *��7" � # � � � ' �
ρ �
l �7� � !&� � � � % � � � Aut(ρ)

) ' "1� � 0 * ' )
� *��9� � B�� 6&23� �1' )3" � # � � � ' ���1% � ! � �(� �(?9' � � � � � " %�G �1I7*�� ' " � -C: �$� � ' ��"7,&� � 0 ��� � � ' ���� *�" � �+' )
� *���� � B 0 � � � �787� # # � �9) ��" � *�� "�� � � ,&� !&� ,�� ,(� � � '.� � � 0 � � � � �
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# ��&�I7*���� ��� ' -.' " 2�*�� � -T% " ' ��2(' )�� � ' ����,�� ,.2�� " � � � #3' " ,�� "1��B�� �$� *��9� -.� # # � � �� ��,5� *��(# � " %&� � �.� # � -.� �&� �[� ) |X| = 2
�$� *�� �[87�(% � �.� *��(� " � !&� � #�% " ' ��2��

8�*�� 0 *[� ��-(� B&� -.� #�� �
Sym(X)

� �[� *�� �.0 � � � � F�� *�� " 8�� � � �1) ' " |X| > 2
�

� *���� ��� ' -.' " 2�*�� � -S% " ' ��24*�� �9� �9# � � � �9� *�" � ��' " � � � �9� ��,_*�� ��0 ��� �9� ����' �-(� B&� -.� # �
# � : & � ) |X| = p

� �+� 2�" � -.� ��� *�� �5� *��.� ��� ' -.' " 2�*�� � -;% " ' ��2U' )7� *���% " � 2�*U' )
�U0 6�0 # �_' )+# � ��% � *

p
� �.� *��_0 � � � " � # � � � "_' )+� *��40 6�0 # � 0 23� " -���� � � � ' �P� ��,

*�� �7' " ,�� "
p
�&87*�� # �9� �7� ��0 ' �&� � � ��� , � � � *�����' " -(� # � � � "9' )�� *��+0 6�0 # � 0�% " ' ��2

%&� ��� " � � � , � 6.� *���% � !&� � p �
0 6�0 # � ��� ��,.� *�� �1��' " -.� # � � � "7*�� �7' " ,�� "

(p− 1)p �
D '4� ) |X| = 2

�1� *�� �
Aut(ρ) = Sym(X)

X7� )
|X| = 3

�1� *�� �
Aut(ρ) =

Alt(X)
� �$-.� B&� -(� #�� �

Sym(X)
X&� ��,�� )

|X| > 3
� � *�� �

Aut(ρ)
� �$2�" ' 23� " # 6

0 ' � � � � ��� , � �_��-(� B&� -.� #�23� " -���� � � � ' �_% " ' ��2 �
# � � & � ) |X| = pk

87� � *
k > 1

�]� *�� �\� *��Z� ��� ' -.' " 2�*�� � - % " ' ��2j' )
� *���% " � 2�* ' )L�i��B�� ,

�
23' � �&�

�
) " � �d23� " -���� � � � ' � 0 ' ��� � � � � ��% ' )

k0 6�0 # � �S' )T# � ��% � *
p
� �S� *��\87" � � � *d2�" '&,&��0 �

Cp o Sym(k)
' )R�

0 6�0 # � 0P% " ' ��2;' )U' " ,�� "
p
87� � *S� *��M� 6&-.-.� � " � 0V% " ' ��2;' )[,�� % " � �

k �
-(� B&� -.� #92�� " -���� � � � ' �V% " ' ��2

Sym(2) o Sym(k)
X�' � *�� " 8�� � � �9� )

p > 2
�

� *�� �5� *�� ��� ��� ' -.' " 2�*�� � -;% " ' ��25� �+2�" ' 23� " # 6U0 ' �&� � � ��� ,5� �5� *���-.� B&� -(� #
2�� " -���� � � � ' �_% " ' ��2

Sym(p) o Sym(k) �
# 0 &�I7*��+� ��� ' -(' " 2�*�� � -C% " ' ��24' )
� *��+� �����+" � # � � � ' � � �7� *���� �.���9% " ' ��2 �1N �� ��87� ��-(� � � � ' ��� ,_� � D � 0 � � ' �5c&��� *�� ��% " ' ��2_� ��� *��+) ��# #
� 6&-.-.� � " � 0+% " ' ��2� )

|X| ≤ 4
X�� �7� �72�" ' 23� " # 6_0 ' �&� � � ��� , � � � *��+� # � � " ��� � � ��%(% " ' ��2_� )

|X| ≥ 8� �7��23' 87� "+' )
2
X�� ��,(� ��� ����-.� B&� -(� #�2�� " -���� � � � ' �_% " ' ��2 � )

|X| ≥ 5
� ���

2�' 87� "9' )$� �_'&,�,(2�" � -(�9�&��- � � " �
# ,3: & � )7� *��(� J ��� ! � # � ��0 �(" � # � � � ' � ρ

*�� ������� ) ' " -L0 # � � ��� � � �
m
� ��,5� *�� " � � " �

k
0 # � � � � � ��� *�� �

Aut(ρ) = Sym(m) o Sym(k)
� �9�.-.� B&� -(� #
2�� " -���� � � � ' �

% " ' ��2 �
# ,�� & � )�� *��+0 # � � � � ��' )
� *��+� J ��� ! � # � ��0 �9" � # � � � ' �4� " �9��' ������� ) ' " -_��� *�� � Aut(ρ)� �(��' �_� " � ��� � � � ! � �C� � � �_�U-.� B&� -(� #�23� " -���� � � � ' �P% " ' ��2V� )�� � � *�� "_� *��� J ��� ! � # � ��0 �4" � # � � � ' �

ρ
*�� � / ��� � � 87'[0 # � � � � � ' " � � *�� � ' ��# 6b' ���_��' � �� � ��% # � � ' �50 # � � �+� ��,_� *���� � � �.' )1� *�� �+0 # � � �9� �9��' �

|X|/2
X$' � *�� " 8�� � � ��� �+� �

2�" ' 2�� " # 6 0 ' �&� � � ��� ,_� �_� � � � � " � ��� � � � !&�+-.� B&� -(� #�2�� " -���� � � � ' �_% " ' ��2 �
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# � &���� �
Z � �9� *��+0 � �&� � "9' )
��0 � �&� " � #
" � # � � � ' � ρ � I1*�� � Aut(ρ) ⊆ Sym(Z) ×

Sym(X \Z)
�&8�� � * � J ��� # � � 6(� )$� ��, ' ��# 6(� )

ρ
� ��� � 2���" � �+0 � �&� " � #�" � # � � � ' ���

� � � � �
ρ = {(x1, . . . , xh) | ∃i:xi ∈ Z or ∃i 6= j:xi = xj}.

� �[� *�� �(0 � � � Aut(ρ)
� ��-.� B&� -(� # �7� B�0 � 2��.8�*�� �

|Z| = |X|/2 �]� �[� *�� �� B�0 � 2�� � ' ��� #�0 � � � �&� �187� # #�� �1� � � �&6(' � *�� "�0 � � ��� *��9� ��� ' -(' " 2�*�� � -Z% " ' ��2
' )$��0 � �&� " � #
" � # � � � ' � � �7��' ��-(� B&� -.� # �

# ) : & � )3� *�� h �
" � % ��# � "7" � # � � � ' �

ρ
� �7,�� � � " -.� ��� , � 6(��' ��� � � ' � ' ���9-.� 2 φ : X �

{1, . . . , h}m ��� *�� � Aut(ρ) = Sym(h) ↑ Sym(m) �7� ) m ≥ 2
��� *�� � 87�+%&� �

� *��723' 87� "7� 0 � � ' � �1� � �
-(� B&� -.� # � � 6�87� �1,&� � 0 ��� � � ,�� � D � 0 � � ' �(c �$� ) m = 1
�

� *�� �
Aut(ρ)

� ��� *��() ��# #�� 6&-�-(� � " � 0(% " ' ��2 �U� �U� *�� �.0 � � � Pol(ρ)
� ��� *��

� '
�
0 � # # � , D�� ��23� 0 Y&�
0 # ' ��� �

# ) ��& � ) φ � �1��' �7� � / � 0 � � ! � �&� *�� �(# � � ρ′
,�� ��' � ��� *��9Y � " ��� #3' )

φ � � # � � " # 6 � Aut(ρ)2�" � � � " !&� �
ρ′
�1� � ��0 �

ρ′ = {(x1, x2):∀x3, . . . , xh : (x1, x2, . . . , xh) ∈ ρ} �
� ) m = 1

�$� *�� �[87�(*�� ! �
Aut(ρ) = Aut(ρ′)

�1� '_87�(*�� !&�(" � ,&��0 � ,[� *��
-(� B&� -.� # � � 65J ��� � � � ' �5� ' 0 � � � ��# ,3: & `�# ,�� & � D � ��0 ��� *����&��- � � "�' )�0 # � � � � �' )

ρ′
� �7� J ��� #�� '

h ≥ 3
�&� *��9� " � � 6 ' )�� *���" � # � � � ' �

ρ
�&*�� " ��� *��9� J ��� ! � # � ��0 �

" � # � � � ' �
ρ′
0 � ����' ��*�� !&� / ��� ��� 87'.0 # � � � � � �

H9' 8\# � �
m > 1 �L� ) ρ′

*�� �4� �4# � � � �4� 87'b0 # � � � � �4' ).� *��U� � -(�U� � � � �+� *�� �
Aut(ρ)

� �Z2�" ' 23� " # 6 0 ' � � � � ��� , � �
Aut(ρ′)

�M*�� ��0 �S� �R� �Z��' �R-(� B&� -.� # �F�� *�� " 87� � � �
Aut(ρ′)

*�� �
hm ≥ 9

' " � � � � ��*�� ��0 ��� �4� *�� �90 � � � Aut(ρ) = Aut(ρ′)� �7��' ��-.� B&� -(� #
� � � *�� " �
l �5*�� !&�U' � � � � ��� ,P� *�� �_� *��5��" � �_) ' ��"4� 6&23� � # 0 ' " " � � 23' ��,&� ��%b� ']� ��-(� �2�" '&,&��0 � � ��23' 87� " � �9� ��,]! � 0 � ' "_� 2�� 0 � � &�) " ' -j� *��4F�G H9� ��` D 0 ' � �_I1*�� ' " � -Q,�'

� " � � ��� ��� " � 0 � �+' )1-.� B&� -(� #10 # ' ��� � � I1*���" � -.� � ��� ��% � 87'(� 6&23� � �3��� -.� # 6_� *�' � � �87*�� " �(� *�� 0 ' ��� � " ��0 � � ' �U� � !&' # ! � ����' ��� � � # � � �]� � -�2�# �.% " ' ��2�� �1,�' ��' �.� " � � �(� �� *�� �787� 6 ��� *�� 6() � # #�� �&� '(0 � � � % ' " 66# k�& �
l ��� ��-�-(� " � � ��' ��"�' � � � " ! � � � ' ���7� � � *��9) ' # # ' 8�� ��%(� *�� ' " � -(� �

���H� ��� � ����� �
�
)
Pol(ρ) � � &#��& � * ��& #�" # $ % � $ ! � � &�� %�* ) �( � ) X � � ��� � � ρ

*
 $ %

�
$ � ) ����� � # & ) * $ %  #� �  " � * � � � * %�� ��� $ � � �;: � � ��� % Pol(ρ)

" $ %�) & * %
 
) ����� � # #

 
� � �

�
)
�
* " � � $ � � Sym(X)

* %
�
� & " ) # ��) ����� $ # # $ � * % � " &  �  �

# � &
|X| ≥ 3 � ρ *  ) ��� h � � � � � # & � � � # & ) * $ % � * ) � h = |X| � � ��� � � (x1, . . . , xh) ∈
ρ
* � ) ��� � � & � � � ! � & # � # � � � %�)  xi = xj (i 6= j)

& ��$ % � ) ��� " $ $ � � * %�& ) �  $ �) ��� h � ) � � # � �
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# � � &
2 ≤ |X| ≤ 4

& % � ρ
*
 
) ��� � � %�* ! ��� � & '�% �(� � # & ) * $ % $ % X

�
# � � � &

|X| = 2
& % � ρ

*
 
) ��� � � & ��� $ � ) ��� ) � & %  � $  * ) * $ % * %�) � � " � & % � * % � ) ��� ) � $

�
#
�
�
�
%�)
 
$ � X � * % � % � ρ *  ) ��� %�$ % � ! � & # * ) � � � # & ) * $ %
$ % ) ��� 2 � � # � � � %�)  � ) � %

���H� ��� � ��� � �
�
)
Pol(ρ) � � &#��& � * ��& #�" # $ % � $ ! � � &�� %�* ) �( � ) X � � ��� � � ρ

*
 $ %

�
$ � ) ����� � # & ) * $ %  �� �  " � * � � � * % � ��� $ � � �T: � � ��� % Pol(ρ)∩Sym(X) = Aut(ρ)*

 
&#��& � * ��& #

� � �
� � ) & ) * $ % � � $ � � * % � � & " ) # � ) ����� $ # # $ � * % � " &  �  �

# ��&
Aut(ρ) = Sym(X1)×Sym(X2) � � ��� � � X = X1∪X2

*
 
& � *  � $ * %�) � %�* $ %� * ) � |X1| 6= |X2|

$
� |X| = 2 :

# �&: &
|X| ≥ 3

& % � ρ
*
 
) ���(� ! � * ! & # � %�" �(� � # & ) * $ % � * ) � " # &   �  X1

& % � X2
�

# � ��&
ρ
*
 
& %

h � & � ��� ��� � � � " � %�) � & # � � # & ) * $ %

ρ = {(x1, . . . , xh) | ∃i:xi ∈ Z or ∃i 6= j:xi = xj},

� * ) � " � %�) � � Z = X1
$
� Z = X2 � � ��� � � 1 ≤ h ≤ |X| − |Z|

�
# � c�&

|X1|, |X2| ≥ 2
& % � ρ

*
 
) ��� � ! � * ! & # � %�" � � � # & ) * $ % � * ) � $ % � %�$ % �

 
* % � # � ) $ %�" # &   X1

$
� X2

�
# � k�&

|X1|, |X2| ≥ 2
& % � ρ

*
 
) ��� h � � � � � # & �
� � # & ) * $ % " $ � � �  � $ % � * % � ) $

φ : X � {1, . . . , h}
� ��� � � ) ����� � � % � # $ � φ � &  $ % � %�$ % �  * % � # � ) $ %" # &

  X1
$
� X2 � ) ��� % h = |X2|+1 � $ � h = |X1|+1 � � �  ��� " ) * ! � # � � �

# � >�&
|X| = 2

& % � ρ
*
 
) ��� $ � � � � � � # & ) * $ %�$ � ) ��� 2 � � # � � � %�)�" � & * % %

# � & Aut(ρ) = Sym(X1)oSym(X2) � � ��� � � X = X1×X2
� * ) � |X1|, |X2| ≥ 2 :# � : & ρ

*
 
) ���	� ! � * ! & # � %�" ��� � # & ) * $ % (x1, x2)ρ(x′

1, x
′

2)
* �

x2 = x′

2

�
# � � & |X2| ≥ 3

& % � ρ
*
 
) ��� h � � � � � # & �	� � # & ) * $ % (h = |X2|,m = 1)

" $
� � � �

 �
$ % � * % � ) $�) ���( � " $ % � ��� $ � � " ) * $ % ��& � � * % � φ : X1 × X2 � X2

�
# � c & |X1| = 2

& % � ρ
*
 
) ��� � * %�& � � � � # & ) * $ % (x1, x2)ρ(x′

1, x
′

2)
* �

x1 6=
x′

1

& % � x2 = x′

2 �
) ��� � � & ��� $ � ) ��� ��� � � � � $ * %�) � � � � �
� � � � � ) & ) * $ %$ � $ � � � � ) � $�* %�) � � " � & % � * % � ) ����� # � � � %�)  � * ) � ) ���
 & � �  � " $ % �" $ $

� � * %�& ) � � %
# 0 &

Aut(ρ) = Sym(X1) ↑ Sym(X2) � � ��� � � X = XX2

1 � |X1| ≥ 5 � |X2| ≥ 2 ���$
� �
$
! � � 4 � $ �  %�$ ) � * ! * � � |X1|

* � |X2| = 2 � & % � 2 � $ �  %�$ ) � * ! * � � |X1|* � |X2| ≥ 3 :
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# 0 : &
ρ
*
 
) ��� h � � � � � # & ��� � # & ) * $ % " $ � � �  � $ % � * % � ) $ ) ��� $ % � � ) $ � $ % � ��& ���

�
* % � φ : X � XX2

1 �
� ��� � � h = |X1|

%
# ,�&

Aut(ρ)
*
 
) ��� & '�% ��� � $ � � AGL(d, p) � � ��� � � pd ≥ 5

*
 
$ � � �

# ,3: &
ρ
*
 
) ��� & '�% � � � # & ) * $ % � " $ � � �  � $ % � * % � ) $�) ����! � " ) $ �  � & " �  ) � � " ) � � �

� � ) � � �	* %�* % � ) ��� & '�% ��� � $ � � � %
# � &

Aut(ρ) = Alt(X) :
# � : &

|X| = 3
& % � ρ

*
 
) ����� � & ��� $ � & 3 � " � " # � %

� ' ��� � � ��%_� *���! � " � ' ���923' � � � � � # � � � � �987��' � � � � �5� *����&��- � � "�' )1-.� B&� -(� #10 # ' ��� �0 ' �&� � � ��� ��% ��% � !&� � -(� B&� -.� #�23� " -���� � � � ' �4% " ' ��2 �
� ��� ��� � ��� �������

�
)
G � ��� * ) ��� � ) ��� � � # #  � � � � ) � * " � � $ � � Sym(X)

$
�
&���& � * ��& #

� � �
� � ) & ) * $ % � � $ � � $ � & %�� $ � ) ��� ) � � �  # � & `�# ,�&(* %
) ��� 
�� �(& %�	 
�" $ ) ) � ��� $ � � � %� ��� %�) ��� % � � � � � N

$ � ��& � * ��& # " # $ % �  Pol(ρ)
$ % ) ���  � ) X  � " � ) � & ) G =

Pol(ρ) ∩ Sym(X)
*
 
&
 �� $ # # $ �  �

# '�&���$
� G = Sym(X)

�
� � & ! �

N =







2,
* � |X| = 2, 3, 4

�

1,
* � |X| ≥ 5 %

# ��&���$
� G = Sym(X1)×Sym(X2) � � ��� � � X = X1 ∪X2

*
 
& � *  � $ * %�) � %�* $ %� * ) � |X1| 6= |X2|

$
� |X| = 2,

�
� � & ! �

N =







|X| + 1,
* � min(|X1|, |X2|) = 1

�

|X| + 5,
* � min(|X1|, |X2|) ≥ 2 %

# � &���$ � G = Sym(X1) o Sym(X2) � � ��� � � X = X1 ×X2 � & % � |X1|, |X2| ≥ 2�
� � & ! �

N =











































1,
* � |X1| ≥ 3

& % � |X2| = 2
�

2,
* � |X1| = 2

& % � |X2| = 2
�

2,
* � |X1| ≥ 3

& % � |X2| ≥ 3
�

3,
* � |X1| = 2

& % � |X2| ≥ 3 %
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# 0 &���$
� G = Sym(X1) ↑ Sym(X2) � � ��� � � X = XX2

1

& % � |X1| ≥ 5 � |X2| ≥
2 � ��$ � � $ ! � � 4 � $ �  %�$ ) � * ! * � � |X1|

* � |X2| = 2 � & % � 2 � $ �  %�$ ) � * ! * � �
|X1|

* � |X2| ≥ 3 � � ��� & ! � N = 1 %
# ,�&���$

� G = AGL(d, p) � � ��� � � pd ≥ 5
*
 
$ � � � � � � & ! � N = 1 %
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